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1 Uvod

Aplika¢ni prostiedi Google Docs je novou platformou pro sdileni dat a algo-
ritmu prostfednictvim sité Internet. Nabizi Siroké moznosti pro spolupraci
na vyzkumnych projektech, vcetné statistickych aplikaci. Zaroven poskytuje
uzivatelum intuitivni a zndmé prostiedi, velmi podobné aplikacim pro PC
z baliku Microsoft Office. Ptepis metody MIDIA, popsané napiiklad v [1],
prindsi, prostfednictvim jejiho zvefejnéni v knihovné Google script Gallery,
moznost jejiho zafazeni do libovolné aplikace zalozené na platformé Google
docs.

Pro tucely pouziti algoritmu v novém prostiedi, bylo nutné stavajici im-
plementaci v jazyce Visual Basic prevést do jazyku Java Script. Predchozi
verze programu, naprogramovana jako soustava maker pro Microsoft Excel,
meéla spise podobu samostatného programu, zatimco pro novou implementaci
byla zvolena podoba klasické funkce tabulkového kalkulatoru, kterda umoznuje
uzivateli zcela volné pouziti pro zkoumani a prezentaci vlastnich dat.

Tento vyzkum je podporovdn grantem GAP202/10/0618

2 Popis dlohy

Necht jsou déna celd ¢isla I > 2 a J > 2, oznaéme p = (p;;) matici Fddu
I x J s nezdpornymi prvky, jejichz soucet je roven jedné. Takovou matici
nazveme pravdépodobnostni matice budeme ji reprezentovat néjaké diskrétni
dvojrozmeérné rozdéleni pravdépodobnosti s konecnym poc¢tem moznych dvo-
jic hodnot, jejichz pravdépodobnosti odpovidaji prvkum p. Dale zavedeme



hvézdickové operatory radkovych a sloupcovych margindlnich souctu

I
p" = (p})_1, kde p} = pij, pro1 < j<J
=1
J

P. = (Pui)izy, kde pa; = Zpij; prol <i <.
=1

Rédkové i sloupcové marginlni soucty budeme chapat jako sloupcové vektory.
Sipka bude oznacovat vektorizaci matice po sloupcich, tj.

5 T
p = Vecp = (Pn, <Py, P12y -5 P12y -+ -5 P1TS - - 7P1J) )

kde horni index 7 oznac¢uje transpozici.

Mnozinu vSech pravdépodobnostnich matic fadu I x J oznac¢ime T, sym-
bol T budeme uzivat pro mnozinu vektoru, které vzniknou vektorizaci matic
mnoziny 7. Je zfejmé, zZe mnozina T je konvexni omezend ¢ast nadroviny
v nezdporné &sti prostoru R77. Extremdalni body mnoziny T jsou vektory
vzniklé vektorizaci matic € = (e), kde

ke = 0, jinak.
Oznac¢me A

E={e” :1<i<I 1<j<J}.
Pro kazdou pravdépodobnostni matici p € T plati

I
p= Z Z Oéijeij )
i=1 j=1
pficemz koeficienty «;; jsou nezdporné a Zij a;; = 1. Zaroven je mnozina E
nejmensi mnozina matic, jejichz konvexni linearni kombinace generuji celou
mnozinu 7. Body p mnoziny T je také mozné vyjadrit pomoci prvnich 7J — 1
soutfadnic, nebot posledni soufadnici lze z ostatnich dopocitat. Plati

T=A<p: 0 <pi; <1, pro (i,5) # (I, J)a zéroven 0 < Z pij <1
(&5)#,J)
Jsou-li dény vektory a = (a;) € R, b = (b;) € R’ s nezdpornymi
prvky spliujici podminku » a; = > b; = 1, oznacéime Tn, mnozinu vsech

pravdépodobnostnich matic tadu I x J, jejichz marginaly jsou a a b, tj.

Tab ={p €T : p.=a, p"=b}.



Bez 1jmy na obecnosti se dale omezime pouze na vektory a a b s kladnymi
soufadnicemi a budeme v celém textu predpokladat [ < J.

Plati Tap C T, tedy i fab C T’, mnozina T’ab je konvexni a jeji dimenze
je (I —1)(J —1). Prvky Tap, je proto mozné vyjadiit podobné jako v pripadé
mnoziny 7' pomoci nékterych (ne libovolnych) (I — 1)(J — 1) soufadnic.

Oznacime Tj linearni prostor vSech matic fadu I x J, jejichz oba marginalni
soucty jsou rovny nulovym vektorum, tj. Ty = Tog a

qely, <= q.=0 aziaroven q*=0.
Je ziejmé, ze mnoziny T, jsou konvexnimi podmnozinami mnozin
Tab = {qo+ @ : qo € Tap lib. pevné a q € Ty},
pricemz jejich hranice jsou urc¢eny linearnimi omezenimi danymi pozadavkem
na nezapornost vsech soutradnic.
Oznacéme J, = {Jl, ey d (J)} mnozinu vSech k-prvkovych podmnozin mnoziny
k
sloupcovych indexa J = {1,2,...,J} aZ; = {Il, o ,I(I)} mnozinu vsech k-
k

prvkovych podmnozin mnoziny radkovych indexu Z = {1,2,...,I'}. Pro danou
matici p fadu I x J a mnoziny I, € I, a Js € Ji, oznacime symbolem py, .
submatici fadu ky x ks, ktera vznikne z p vybranim tadku, jejichz indexy patii

do I, a sloupcu, jejichz indexy patti do Js, v poradi, v jakém po sobé nasleduji
v matici p.

Definice 1. Necht J > I > 2, P, = {P|,P,,...,Py} je mnoZina vsech
permutacnich matic fadu I, Z =7Z; = {1,2,...,} a

le{Jl,Jg,...,J(J>}

I

je systém vsech I-prvkovych podmnozin mnoziny sloupcovych indexu {1,2, ..., J}.
Rekneme, ze matice Q je rozsifend permutaéni matice, jestlize existuje
mnozina indexu J, € J; a permutacni matice P, tadu I tak, ze Q ma nulové
sloupce na mistech, jejichz indexy nejsou v mnoziné Ji, zatimco po jejich

vynechani zbyvajici sloupce tvori permutacni matici Py, tj.

QI,Jk = Pf? (1)
Qz.\7 = O1x(—1)- (2)

Pokud pro dveé rozsitené permutacni matice Q; a Qo plati

Q — Qg €Ty,

pak fekneme, Ze jsou stejné rozsirené. Mnozinu vSech matic R,,, které vzniknou
jako rozdil dvou stejné rozsffenych permutaénich matic oznacime T



3 Mnozina T, a jeji extremalni body

Strukturu prostoru 7j je mozné popsat pomoci permutacnich matic fadu 1.
Plati nasledujici lemma.

Lemma 2. Necht matice qo 7ddu I x J, I < J, je prvkem linedrniho prostoru
To, tj. ma nulové margindlni soucty. Pro pevné danou mnoZinu J, € Jr
a pevnou permutacni matici P, € P; oznacime QM rozsirenou permutacni
matici, kterd splnuje podminky (1) a (2) z definice 1.

Potom plati nasledujici torzend.

(i) Matici qo lze vyjddrit jako linedrni kombinaci rozsirenych permutacénich
matic ve tvaru

q = Z A QF (3)

> Z Are = 0. (4)

(ii) Matici qo lze vyjddrit jako kladnou linedrni kombinaci matic R,, € TE,
1.
Qo = Zaan a, > 0. (5)

Proof. Linearni prostor Ty (a tedy i prostor Ty) ma dimenzi (I — 1)(J — 1),
stacf tedy nalézt mnozinu Gy alespoii (I — 1)(.J — 1) linedrné nezévislych vek-
tort z T (matic z Tp), které jsou zaroven linedrnimi kombinacemi nékterych
vektorizovanych rozsffenych permutaénich matic Q**. Tato mnozina je potom
mnozinou generdtor prostoru Ty a rozklad (3) existuje.

Budiz R” matice, kterd md jednicku na pozicich (,5) a (I,.J), minus
jednicku na pozicich (i,J) a (I, j) a nulu na vSech ostatnich pozicich. Ziejmé
R € T, a existuje dvojice stejné rozsifenych permutacnich matic Q™% , Q%
tak, ze

RY = lefl _ Qk‘zfz.
Polozme y
éoz{f{” : 1§i§]—1,1§j§J—1}.

Mnozina Gy obsahuje (I — 1)(J — 1) linedrné nezavislych vektorii z Tj a je
proto bazi tohoto prostoru. Kazdy vektor gy € Tp je tak mozné (jednoznaéné)



vyjadrit jako linearni kombinaci vektoru f{ij z nichz kazdy je rozdilem néjakych
(jiz ne jednoznacné urc¢enych) dvou vektoru leel QMQ Odtud plyne exis-
tence rozkladu (3) véetné rovnosti (4). Kladné koeficienty potfebné k dukazu
rozkladu (5) dostaneme napiiklad tak, ze pro dVOJlCl (,7), jejiz koeficient

v rozkladu by byl zdporny, vyménime v bazi Gy vektor R vektorem —RY. [J

Vyznam matic z mnoziny T naznacuje néasledujici lemma.

Lemma 3. Necht J > I > 2, a necht q € Tap obsahuje alespori K > I + J
nenulovych prvki. Pak ezistuji q° € TS a ay,an > 0 tak, Ze

qa—a1q’ = q; € Ty,
q+axq’ =qs € Top

a matice q 2 obsahuji méné nez K nenulovych prvki.

Proof. Najdeme dvé stejné rozsitené permutacéni matice q' a q” tak, Ze matice
q° = ' — q” mé vsechny své nenulové prvky na mistech nékterych nenulovych
prvkii matice q. Kazd4 nenulovd matice q° z T¢ obsahuje J — I nulovych
sloupcu a 2k, 2 < k < I, nenulovych prvkua (k jednicek a k minus jednicek).
Jednicky odpovidaji jednickdm permutaéni matice ', minus jednicky odpovidaji
jednickdm permuta¢ni matice q”, pokud maji obé matice ' a q” nékterou
jedni¢ku na stejném misté, obsahuje matice q° nulovy fddek a sloupec, ktery
této pozici odpovida.

Nejprve vybereme J — I sloupcu, které budou nulové. Vybereme takové
sloupce, aby pocet nenulovych prvku matice q v ostatnich sloupcich byl ale-
spoin 2. Takové sloupce existuji, nebot predpokldddme, 7Ze q obsahuje ale-
spon K > I + J nenulovych prvkia. Pokud vybereme J — I sloupcu, které
obsahuji nejmensi pocet nenulovych prvku, pak mohou nastat jen dvé situace.
Bud m4 alespoii jeden z vybranych sloupcti nejméné dva nenulové prvky. Pak
ale kazdy ze zbylych sloupcu obsahuje alespon dva nenulové prvky a celkem
jich je ve zbytku matice q alespon 2/. Druhou moznosti je, ze v kazdém z vy-
branych sloupct byl pravé jeden nenulovy prvek. V takovém piipadé jich ve
zbytku matice q je alespon [ +J — (J — 1) = 21.

Rozsitené permutacéni matice ' a ” tak mohou mit nulové sloupce napiiklad
na mistech J — [ sloupcu matice q s nejmensim poctem nenulovych prvki.
Definujme matici V fadu I x J tak, ze obsahuje nulové sloupce na stejnych
pozicich jako matice q’ a q” a na ostatnich mistech mé nuly a jednicky rozmisténé
podle predpisu

b { 1, pokud q;; # 0;
Y1 0, jinak.

Matice V odpovida matici hran neorientovaného bipartitniho grafu s I + J
uzly. Jedna skupina je tvorena I vrcholy, které odpovidaji fadkim matice V,



druhd J vrcholy, které odpovidaji sloupcum matice V. Do J—1 sloupcovych vr-
cholti nevede zadna hrana a nemusime se jimi proto dal zabyvat. Mezi zbylymi
I tadkovymi a zbylymi I sloupcovymi vrcholy existuje nejméné 27 hran, z nichz
kazda je reprezentovand jednou jednickou v matici V. Z toho plyne, zZe tento
podgraf nemuze byt strom a pokud je souvisly, urcité obsahuje kruznici. Pokud
neni souvisly, urc¢ité musi obsahovat komponentu, kterd neni stromem, jinak
by jeho pocet hran musel byt 2/ minus poc¢et komponent. V grafu reprezen-
tovaném matici V proto urcité existuje kruznice. Jelikoz jde o bipartitni graf,
mé tato kruznice sudou délku (nejméné 4, nejvyse 27) a pravidelné se v ni
sti{daji fadkové a sloupcové vrcholy. Necht je délka néjaké takové kruznice 2k,
2 < k < I. Projdéme tuto kruznici od nékterého radkového vrcholu a ozna¢me
¢isla vrcholu postupné iy, jy, 42, jo, - - . , ik, Jk- Z konstrukce matice V plyne, ze
vsechny prvky

Qivj1s Diogos - - - s Qigs
Qigjp Qi3j27 s aQiljk
jsou kladné. Polozme nyni

Zbylych I — k jednicek muzeme v maticich q’ a q” rozmistit libovolné tak, aby
se jednalo o stejné rozsitené permutacni matice s nulovymi sloupci na predem
zvolenych pozicich, v obou maticich vsak musi byt takto rozmisténé jednicky
na stejnych mistech.

Nagli jsme tedy dvé stejné rozsitené permutacéni matice ' a q” takové, ze
matice @° = q — q” mé vSechny své nenulové prvky na mistech nékterych
nenulovych prvku matice q. Nyni staci polozit

: .0
Q1 = min {ql-j S 1} ,
Qg = min {qij : q?j = —1}.
Ziejmé je a; > 0, ag > 0 a +a;2q° € Tp. Také je snadno vidét, ze vSechny
prvky matic
q =9 — alqoa
2 = q+ axq’

jsou nezdporné a proto patii do mnoziny Ta,. Matice q; 2 maji nuly na vSech
mistech, kde ma nuly matice q a navic jesté nejméné na jednom misté, kde ma
matice q hodnoty a; ». O

Disledkem lemmat 2 a 3 je nasledujici tvrzeni.



Lemma 4. Pro kaZdou dvojici navzdjem ruznych matic q, v z Ty, ezistuje
koneénd mnozina matic {a,Ry}, kde a,, >0 a R,, € TOG, pro kterou plati

Pripustime-li © zaporné hodnoty koeficientu cv,, pak matice o, R,, a jejich poradi
lze volit tak, Ze vsechny cdstecné soucty

N
q™ =q+) R, (7)

n=1
lezi v mnoziné Tyy.

Proof. K dukazu tvrzeni (6) si stac¢i uvédomit, ze r — q = qo € T, tvrzeni (6)
je pak pirimou aplikaci lemmatu 2.

Dukaz tvrzeni (7) je podobny dukazu lemmatu 3. Matice qo = (q?j) ob-
sahuje sudy pocet nenulovych prvki, nejméné pak ¢tyti. Definujme matici Vg =
(v%) , ktera bude mit nuly a jednicky rozmisténé podle predpisu

L0 — J L pokud @y #0;
4 0, jinak.

Matice Vq reprezentuje hrany bipartitniho grafu s I fadkovymi a J sloupcovymi
vrcholy. Vsechny vrcholy maji bud stupeii nula nebo stupen alespon dvé, tj.
bud z nich nevychézi z4dnd hrana nebo alespon dvé hrany. Pokud vynechdme
vrcholy stupné nula, obsahuje proto zbyly podgraf alespon tolik hran, kolik ma
vrcholu. To znamenad, ze ze stejnych duvodu jako v dukazu lemmatu 3 tento
podgraf obsahuje kruznici sudé délky 2k, 1 < k < I, v niz se pravidelné stiidaji
radkové a sloupcové vrcholy. Tentokrat vsak nestaci libovolna kruznice, ale
hledame kruznici, jejiz hrany odpovidaji stridavé kladnym a zdpornym prvkum
matice qq, fikejme ji stridavd kruznice.

Takov4 stifdava kruznice urcité existuje, nebot z kazdého vrcholu nenulového
stupné vychazi alespon jedna hrana odpovidajici kladnému a alespon jedna
hrana odpovidajici zdpornému prvku matice qg, nazyvejme je dale kladné a
zaporné hrany. Staci vyjit z nékterého radkového vrcholu nenulového stupné
a kladnou hranou pftejit do nékterého sloupcového vrcholu. Odtud vede ale-
spon jedna zadpornd hrana do nékterého radkového vrcholu (ruzného od vrcholu
vychoziho). Z tohoto vrcholu vede alespon jedna kladnd hrana do nékterého
sloupcového vrcholu (ruzného od ptredchoziho sloupcového vrcholu). Odtud
urcité vede alespon jedna zaporna hrana do nékterého radkového vrcholu.
Pokud je to vrchol vychozi, nalezli jsme hledanou stiidavou kruznici, pokud
je to jiny vrchol, postup znovu opakujeme tak dlouho, dokud se nékterou hra-
nou nedostaneme do jiz navstiveného vrcholu a vytvorime tak (po pripadném



vynechdni urcité pocéateéni sekvence) pozadovanou kruznici. Vzhledem ke
skutecnosti, ze I < J < 0o, ma nalezena kruznice délku nejvyse 27, nejkratsi
kruznice bipartitniho grafu ma délku 4.

Projdéme néjakou takto nalezenou stridavou kruznici od nékterého radkového

vrcholu a ozna¢me ¢éisla vrcholu postupné iy, ji, 9, jo, . . . , ik, jr. Z konstrukce
matice Vg plyne, ze vSechny prvky

0o 0 0
iy gy Dingar - -+ > Dig i,
jsou kladné a vSechny prvky
0o 0 0
Bizjr» Qigjzs - -+ 2 Qirji
jsou zaporné. Polozme nyni
qll'ejz =L 1<l<k q£;+1jl =L1l<i<k—1 qglljk =L

Zbylych I — k jednicek muzeme v maticich q' a " rozmistit libovolné tak, aby
se jednalo o stejné rozsitené permutacéni matice s nulovymi sloupci na pozicich,
jejichz indexy nepatii do mnoziny {ji, ..., jx}. V obou maticich v8ak musi byt
takto rozmisténé jednicky na stejnych mistech. Matici R; definujeme jako

R, =(R,)=q"—¢
a absolutni hodnotu koeficientu
|on| = min {|g};| = Rj; # 0},

jeho znaménko pak muzeme zvolit tak, aby matice q' = r — (q + a1Ry) ob-
sahovala alespoii o jednu nulu vice nez matice q°. Protoze vsechny prvky qul )
matice

q" = q+uRy

jsou bud rovny odpovidajicim prvkim ¢i; matice g nebo lezi v intervalu ohraniceném g;;
a pifslusnym prvkem 7;; matice r. Proto jsou vSechny prvky q) nezdporné a
tudiz je ¢V prvkem mnoziny Tap.

Pokud je q # r, cely postup zopakujeme a najdeme matici Ry € T a
koeficient «s tak, ze matice

q2 =1 — (q+ 1Ry + azRy)
obsahovala alespon o jednu nulu vice nez matice q; a matice
q? =q+ R + @R,

lezela v mnoziné Tyy,. Tento postup opakujeme, dokud pro n¢jaké N nedostaneme
q™) = r, k ¢emuz diky zaru¢enému piibyvani nul v maticich q, dojde po
kone¢ném poctu krokt. n



Zabyvejme se nyni extremalnimi body mnoziny T,p, tj. takovymi mat-
icemi q € Ty, které nemohou byt vyjadieny jako konvexni linedrni kombinace
jinych prvki mnoziny T,,. Mnozinu vSech extremélnich bodi mnoziny Ty
oznacime F,,. Vzhledem k nezdpornosti vSech matic z T, jsou extremalni
body charakterizovany svym rozlozenim nul.

Oznac¢me 1, sloupcovy vektor, ktery se skldada z k jednicek. Kazdy prvek
q € Tup vyhovuje soustavé rovnic

(5n) vea= () ®
kterd vyjadiuje podminky na margindlni soucty. Matice soustavy (8) ma [.J
sloupcu a I+ J fadku. Soucet prvnich I fadku je stejny jako soucet zbyvajicich
radku. Hodnost matice soustavy (8) je proto nejvyse I + J — 1. Mezi I.J
neznamymi je tak mozné nejméné [J — (I +J — 1) = (I —1)(J — 1) z nich
pevné zvolit a ostatni dopocitat. Plati nasledujici lemma.

Lemma 5. Kazdy prvek mnoZiny Ea, obsahuje alespori (I — 1)(J — 1) nul
a je (nezdapornym) tesenim soustavy (8). Naopak je-li q nezdporné teseni
soustavy (8) za podminky, Ze pravé K, K > (I —1)(J — 1), pevné zvolenych
nezndamijch je rovno nule a Ze je q za této podminky jediné resent soustavy (8),
pak je q € Eap.

Proof. Prvni tvrzeni dokdzeme snadno. Pokud néktery prvek q mnoziny T,y
obsahuje méné nez (I — 1)(J — 1) nul, pak obsahuje alespon I + J nenulovych
prvku a podle lemmatu 3 je konvexni linearni kombinaci jinych dvou prvku
mnoziny Typ. Konkrétné pii oznaceni lemmatu 3 je

(%) 651

== + .
4 a1 + o ke o1 + Qo 2

Bod q tedy nemuze pattit do mnoziny extremalnich bodu FE,y,.

Naopak necht q je nezdporné feseni soustavy (8) za podminky, Ze pravée
K, kde K > (I — 1)(J — 1), pevné zvolenych neznamych je rovno nule a
necht je q za této podminky jediné feseni soustavy (8). Potom neexistuje
zadné teseni této soustavy, které by mélo vice nul nez q a mélo nuly na vsech
mistech, kde je ma q. Protoze jsou vSechny matice z mnoziny T, nezaporné,
nemuze byt q konvexni linearni kombinaci jinych prvkt mnoziny T,,. Plati
proto q € Eap. ]

Lemma 5 dava navod, jak hledat prvky mnoziny FE,, pomoci feSeni sous-
tavy (8). Jejich pocet vsak s rostoucimi dimenzemi I a J prudce roste. Je
ziejmé, ze pro pocet prvku Fyp plati horni odhad

1J B (LJ)!
Card Eap < ((1_ 1)(J — 1)) T[T =1) T+J-1)

10



Tento odhad lze za predpokladu, ze vektory a, b maji vSechny slozky kladné,
zlepsit odec¢tenim vSech konfiguraci, které davaji néjaky nulovy sloupec. Oznacéme

i I(J — k) [1(J = k)]!
Cry = (I+J—1) T I-D)(J =1 —kI! (I+J-1)

pocet vSech moznosti, jak rozmistit I + J — 1 nenulovych prvki do matice s 1
radky a J — k sloupci. Snadno lze odvodit nerovnost

Kry
Card Eap < Cry =Y (—1)F (Z) c) (9)

k=0

s {(1 - 1)](J - 1>J

a |-] oznacuje celou ¢ast. Také odhad (9) je mozné zlepsit, odec¢teme-li kon-
figurace, které jsou sice bez nulovych sloupci, ale s nulovymi fadky. Oznac¢me
Dy j pocet vSech matic tadu I x J, které obsahuji pravé I + J — 1 nenulovych
prvku, maji néjaky nulovy radek a zaroven neobsahuji zadny nulovy sloupec.
Podobné jako vyse bud Dy}) pocet vSech moznosti, jak rozmistit I + J — 1
nenulovych prvka do matice s (I — k) tadky a J sloupci tak, aby v zddném
sloupci nebyly samé nuly. Podobné jako ve vzorci (9) lze odvodit

Dl - %w@ (700

kde

K — {(1 - 1)([J_—k1) —kJ J |

a protoze je

K1 I N
Dyy = Z(—l)kH (k;) Dy,

k=1

dostaneme nerovnost

Card Eab S C_[J — D[J, (10)

o

Rt
) 55 00
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Jak ukazuji vysledky simulaci, také odhad (10) muze byt velmi nadsazeny.
Pro velky pocet moznosti, které je treba projit pri hledani prvka mnoziny gy,
podle lemmatu 5, je v soucasné dobé mozné vypocitat vSsechny extremalni
body mnoziny T, pouze pro relativné malé dimenze I, J. I pres to jsou ex-
tremalni body mnoziny Ty, uzitecné pti uziti iterativnich algoritmu pro hledani
priblizného teseni tlohy adaptace néjakého daného dvojrozmérného rozdéleni
na dané marginaly metodou minimalizace divergenci.

4 Implementace algoritmu

Pro implementaci v aplikacnim prostiedi Google Docs byl zvolen algoritmus
Néhodnych tétiv odvozeny v ¢lanku [1] Necht (¥ € Ty je libovolny vychoz
bod, q™ € Typ je nejlepsi nalezené teseni po n krocich a q,, 11 € Tap je ndhodné
zvoleny bod rizny od q™.
(i) Vypocteme pruseciky q(DnH) a qSZ;H) pifmky urcené body q™, qui1
s hranici mnoziny Ty,p,.

(ii) Novy bod g nalezneme jednorozmérnou minimalizaci divergence Dy(q,p)

pres vSechna q z tsecky urcené krajnimi body q%”rl) a q(gﬂ).

(iii) Postup opakujeme, dokud nedosdhneme piedem zvoleného maximalniho
poctu iteraci nebo maximalniho poctu iteraci, pii nichz nedoslo ke zméné
divergence o predem danou velikost.

Algoritmus MIDIA je momentélné zafazen ke sdileni prostiednictvim plat-
formy Google Docs na adrese

https://docs.google.com/spreadsheet/ccc?key=
O0AgWXbTuCD2X0dC1qSW1vSDA3¢c1ZSMzQ0czRHA2120UE

Zde je implementovéan jako funkce tabulkového kalkulatoru:
=MiDiAsolve(K,a,b)
s parametry definovanymi jako

e Kontingenc¢ni tabulka K velikosti I x J s nezapornymi prvky, reprezen-
tujici diskrétni dvojrozmeérné rozdéleni.

e Sloupcovy vektor a délky I s nezapornymi prvky, urc¢ujici marginalni
rozdéleni pomoci pozadovanych radkovych souctu.

e Réadkovy vektor b délky J s nezdpornymi prvky, uréujici marginaln
rozdéleni pomoci pozadovanych sloupcovych souctu.
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Soucty prvku vektort a a b musi byt rovny (> a; = > b;). Vystupem z funkce
je tabulka R velikosti I x J reprezentujici hledané diskrétni dvojrozmeérné
rozdéleni pomoci pravdépodobnostni matice (R; ; > 0; > R;; = 1), kterd mini-
malizuje vzdalenost mezi K a R ve smyslu ¢-divergence. Snadné pouziti funkce
vracejici vice hodnot ve tvaru matice je umoznéno aplika¢nim prostiedim Google
Spreadsheet, které na rozdil od béznych tabulkovych procesort, tento typ vystupu
podporuje diky interni funkci CONTINUE.

Pokud feseni ulohy neexistuje vraci finkce MiDiAsolve hodnotu -1. V im-
plemetovaném algoritmu jsou oSetfeny pomoci standardni interni funkce throw
nasledujici omezeni na vstupni parametry:

e Neshodné rozmeéry tabulky K a vektoru a a b.
e Zaporné prvky ve vstupnich parametrech.

e Nerovnost souctu prvku ve vektorech a a b.

Tyto chyby jsou béhem vypoétu oznameny uzivateli pomoci prostiedku ob-
vyklych pro tabulkové procesory.

5 Ilustraéni priklad

Pro demonstraci algoritmu byla pouzita nasledujici data:

3 15 25 10 3
12 25 30 12 8
K= 5 10 33 3 1
2 7 19 1 1

a = (53,90, 50, 32)'
b= (17,60,110,22, 16)

Na obrazku je piiklad uziti funkce MiDiAsolve v prostiedi Google Spreadsheet.
Modte, zluté a cervené jsou vyznaceny casti tabulky K, a a b vstupujici jako
parametry. Zelena tabulka je vypoctena vysledna pravdépodobnostni matice
reprezentujici hledané optimalni rozdéleni. Ve treti ¢asti vystupu muzeme
vidét, ze po prepoctu vysledné matice R na rozsah vybéru urceny zvolenymi
margindlami (v tomto piipadé opét rovny 225) skutecné dostavame pozadované
marginalni soucty.
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& midia - Google Drive * ¢ [E] mibia
C' A | G https://docs.google.com/spreadsheet/ccc?key=0AgWXbTuCD2X0dC1qSWIVSDA3clZSMzQ0zRHA2 120UE#gid=0 bk di

gringo@lorien site.cas.cz -

MiDiA Comments m

File Edit View Inset Format Data Tools Help All changes saved in Drive

& P s % o123- wpt- | B o A AL = S 2 mvy
fx =MiDiAsolve(A3EG,G3:G6,A8:E8)

A B c D E F G H 1 J

1 MiDiA example
2 input
3 3 15 25 10 3 5 483 table K
4 12 25 30 12 8 87 90 vector a
5 5 10 33 2 1 52 50 vector b
6 2 7 19 1 1 30 32
7 22 57 107 26 13 225 2256
8 17 60 110 22 16 225
g
10 output
1 0.017797530864195_0.062814814814815 0.11516049382716 0.023032098765432 0.016750617283951 resuft R

12 0.030222222222222 0.106666666666667 0.195555555555556 0.039111111111111 0.028444444444444
13 0.01679012345679 0.059259259259259 0.108641975308642 0.021728395061728 0.015802469135802
14 0.010745679012346 0.037925925925926 0.069530864197531 0.013906172839506 0.010113580246914

16 test

17 4.00444444444444 14.1333333333333 2591111111111 5.18222222222222 3.76888888888889 a3

18 6.8 24 44 88 64 90

19 3TTTTTTTTT77778 13.3333333333333 | 24.4444444444444 4.88888888888889 3.55555555555556 50

20 2MMTTTTITITI778 8.53333333333333 15.6444444444444 3 12888888888889 2.27555555555556 32

21

2 17 60 110 22 16 =

23 v
+ = Sheetl ~ =MiDiAsolve(A3:E6,G3:G6

Figure 1: Priklad uziti funkce MiDiAsolve v prostiedi Google Spreadsheet
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